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Aufgabe 1: Storung zum zweidimensionalen harmonischen Oszillator
(2+3+7=12 Punkte)

(a) Die gegebene Hamiltonfunktion lésst sich in zwei eindimensionale harmonische Os-
zillatoren separieren, mit Eigenzusténden |n,,n,) = [n,) ® |n,). Fiir diese gilt

5

1

2
= hw(n, +ny +1).

En,n, = hw(ng +

Mit n = n, + n,, folgt

Energie Eigenzustéande Entartungsgrad
n=0 Ey=hh 0,0) nicht entartet
n=1 FE =2 [1,0),|0,1) 2-fach entartet
n=2 FEy,=3w 12,0),|1,1),10,2) 3-fach entartet

n=3 FEy=4hw 13,0),|2,1),]1,2), |0,3) 4-fach entartet .

(b) Hierzu driicken wir zunéchst den Stérterm durch Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren aus:

<n;,n’y‘V|nx7ny <nx,ny‘(5w TPy — YPz) |May My

hmw
= —10w/ —\/ ——
2mw

(nfy,m | ( ax+a( —al) = (ay + a})(a, — al)) Ina, ny)
:—2@2<n y|( tay — aza )|nx,ny)

— —Zahw (\/7’),m \/_5nar+1 nl, (sny 1, n \/_\/ ny 5”95 1,m (Snu+1 n! ) .

Der Storterm kann also nur dann beitragen, wenn n, um eins erhéht und n, um
eins vermindert wird oder umgekehrt.
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(c) oen=0:
Dieser Zustand ist nicht entartet, es reicht also die normale Formel fiir zeit-
unabhéngige, nicht-entartete Stérungstheorie:

EL = (0,0[v0,0) Z0.

Damit ergibt sich fiir Energiecigenzustédnde und Energien:
Uy = ’0,0> IEOIhw

on =1:
Aufgrund der zweifachen Entartung benétigen wir nun Stérungstheorie fiir
zeitunabhéngige, entartete Zusténde. Da der Storterm nur beitragt, wenn sich
n, und n, um eins dndern (mit entgegengesetztem Vorzeichen), sind nur die
Nichtdiagonalelemente von Null verschieden:

(1,0]V'[1,0) = {0,1| V']0,1) = 0
(1,01 V]0,1) = —idhwv1vV1 = —idhw
(0,1|V [1,0) = —idhw(—1)VIV1 = idhw

Die zu diagonalisierende Matrix lautet also

0 —
oo (! ).

Mit der Eigenwertgleichung det(M — A1) = 0 folgt
N — (6hw)® =0 = Ay = +6hw.

Fiir die Eigenzustdnde benotigen wir nun noch die zugehérigen Eigenvektoren.
— Eigenwert A, = dhw:

-1 — Vg1 . . - L 1
5%(2. _1) <v+2> =0 = vy =v = Up= \/ﬁ(%) .

— Eigenwert A_ = —dhw:

1 =i\ (v_1) _— L1 (1
5hw(i 1)(U2>—0 = U_1=—VU_y = U__ﬁ(—i)'

Damit ergibt sich fiir die Energien und Energieeigenzustéande:
1

u =
1,+ \/5

1

V2

(11,0) +4(0,1)) : By 4 = hw (2 + 0)
(11,0) = ]0,1)) : Ey_ = hw (2 — §).

Uy, —
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Aufgabe 2: Harmonischer Oszillator mit rdumlich konstanter Kraft
(6+7+2=15 Punkte)

Der Grundzustand wird im folgenden mit Index n = 0 bezeichnet, sodass der n-te angeregte
Zustand Index n hat.

(a) Zunéchst miissen wir die angegebene Kraft in ein Potential umschreiben. Es gilt

d
F=——V
dx

und damit

v —F0$e_% firt >0,
o fiir ¢ < 0.

Die Integrationskonstante konnen wir dabei beliebig wahlen und setzen sie der Ein-
fachheit halber auf Null.
Die Energieniveaus fiir den harmonischen Oszillator sind

1
2)

E, = hw(n +
damit folgt fiir die Differenz
E,—FE,
h

Jetzt kénnen wir die Formeln fiir zeitabhéngige Storungstheorie anwenden.
Die nullte Ordnung Storungstheorie, cgo) = 019 = 0, verschwindet.
In erster Ordnung ergibt sich

:—/ dt (1| V[0 e
=2 [T ar (—Re ey [ 1) (0 + ) o)
N ﬁ 0 2MU e e

=v1=1
= iF dt/ t —l—i-lw
- oV 2hwm/
s e,
— o Zhwm—; + W ¢ 0

1 1

=(n—mw.

— i (0-1),
Fo\ Som —T i 7Y
Also ist die Ubergangswahrscheinlichkeit
Fol? 1
P _ 12 | Fo '
b1 =il 2hwm %2 + w?
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(b) Die nullte Ordnung verschwindet ebenso wie die erste Ordnung, da

©0) _

Coy _620207
) = _—Z/ dt' 2V [0y e 7t =0,
h 0 N——

=0

In zweiter Ordnung gilt

—inz2 % By B, g ; Em=Fo 1
= (G5 [ prvim [ an = vy,

Der einzige beitragende Term in der Summe ist m = 1, da V' genau einen Aufstei-
geoperator enthalt. Mit

_1 h E, — E;
2 1 :_F T 2 —_— _ =
2Vin be TV2 2mw’ h ws

7£ A I
1|V |0) = —F, A —— - 0 _
{11vi0 0¢ 2mw’ h W

ergibt sich

_\/§F02 Oodt/ #(-Ltiw)_ 1 [et”(lﬂ'w)r

2hwm J, —2 4w 0

————

ot (—Etiw) _q
_ Fg 1 /OO dt’ <et’2(*%+iw) _ et’(*%+iw)>

\/Eﬁwm _% + 1w 0
_ Fo2 1 [et'2(—%+z‘w) . 26t’(—$+iw)r° ‘
——1%2-1
Damit ist die Ubergangswahrscheinlichkeit
Poso = |ng)|2 = Ll !

8(hwm)? (% +w?)?

(c) Jede Einsetzung von V liefert genau einen Aufsteigeoperator des harmonischen Os-
zillators. Damit konnen wir mit jeder Ordnung Stérungstheorie jeweils den néchsthoher-
en angeregten Zustand zum ersten Mal erreichen. Die Absteigeoperatoren fithren nur
zu Korrekturen hoherer Ordnung. Also erhalten wir die erste nichtverschwindende
Korrektur zum n-ten angeregten Zustand in n-ter Ordnung Stérungstheorie.
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Aufgabe 3: Identische Teilchen im Dreieck (4+2=6 Punkte)

(a) Da die drei Teilchen identisch sind, konnen wir das System durch eine Drehung um

%” = 120° in sich selbst iiberfiihren.

Dasselbe kénnen wir stattdessen durch zwei Vertauschungen erreichen
1123) 22 1213) 2% |312) |
also
1312) = D (%ﬂ) 123) = Pa3Pr2]123) .
Andererseits ldsst sich eine Drehung auch durch den Drehimpulsoperator ausdriicken

2 i 2w . ™
D (g) m) = et 5Lx |m) = = mF |m) |

Die Wellenfunktion von Bosonen ist symmetrisch unter Vertauschung zweier iden-
tischer Teilchen, also erhalten wir

D (5 =% )

3
P (11)2 |m) = 2™ |m) | ne7
1 —
= gm =n
m = 3n
m=0,+3,46,....

m muss also ein ganzzahliges Vielfaches von 3 sein.

(b) Fiir Fermionen gilt nun, dass die Wellenfunktion antisymmetrisch ist unter Vertau-
schung zweier identischer Teilchen. Da wir aber zwei Vertauschungen benétigen und
(—1)% = +1, ist die Rechnung vollkommen identisch zum bosonischen Fall.

Also muss auch hier m ein ganzzahliges Vielfaches von 3 sein, m = 0, £3, £6, .. ..
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Aufgabe 4: Strom von Dirac-Teilchen

Die Wellenfunktion des Dirac-Teilchens ist gegeben durch

b(z) = e T w(p),

WS 2016/17

(12 Punkte)

1
) E + mc? 0
w(p) =\ ——5— cps
P 2mc? oy
c(pz~+ipy)
E+mc?
Wir berechnen den Strom komponentenweise:
o =20
30 = e e w(p)y w(p)
= cwl(p) "7  w(p)
=1
1
E + mc? cp,  c(py —ipy) r 0
=c— cps
2mc? " E4+me?’ E 4 mc? T
c(pa+ipy)
E-+mc?
_ E+me? 4 *p? A(p3 +p})
 2mec (E+mc?)?2  (E+ mc?)?
1
_ B 22 | 222
2me(E 4+ mc?) (( Fme) e )
= L E? 4+ 2Eme® + m2c* + 2p?
2me(E + mc?) —_——
=E2
1
= 2F(E 2
2me(E + mc?) (RE(E +mc?))
_E
me
o i =1:
Berechne zunéchst
0.1 __ 1 O 0 0'1 i 0 0'1
7T =0 —1)\=¢ 0) "\ 0
0001
10010
10100
1 000
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= e e wl (p)y "y w(p)

E 2 . _ .
. + mc (c(px + ipy) N c(pa Zpy))

2mc? E + mc? E + mc?
L 2
_%C Pz
_ P
=—.
0.2 O 0'2
77_(0.2 0>
0 0 0 —
o o0 i o0
10 —i 0 0
1 0 0 O

2 Ry i

§° = e’ e wl(p)y 'y w(p)
E 4+ mc? ( c(ps +ipy) Z.C(px — ipy))

o ! E + mc? E + mc?
1
= ——2c2
2mcc Py
_ by
-
0 o3
70732(03 0)
0O 0 1 0
10 0 0 -1
11 0 0 0
0 -1 0 0

Also ergibt sich insgesamt fiir den Strom

. 1 (E !
J :E zapampy?pz .
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Alternativ kénnen wir den Strom im Ruhesystem des Teilchens berechnen, in dem gilt
p = 0 und £ = mc?. Man sieht sofort, dass nur die erste Komponente des Spinors von
Null verschieden ist und deswegen auch nur die Null-Komponente des Stroms nicht ver-
schwindet, ndmlich

" = (c,0,0,0)" .

Der Strom ist also proportional zu p* = (£, p,, py, p2)" Ruhesystem (me,0,0,0)7, also j* =

%p“. Dies muss in jedem Bezugssystem gelten, wobei der Vorfaktor gleich bleibt, womit

man ablesen kann .
" 1 /FE
J = — | —Px;Py; Pz .
m \ ¢

Auch eine explizite Berechnung des Lorentz-Boosts liefert dasselbe Ergebnis. Dazu miissen
wir den Strom noch in das richtige Bezugssystem bringen. Die entsprechende Transforma-
tionsmatrix ist gegeben durch

v vBT Lo 7 o1
Aﬂ”:(vg 11+(7—1)5?T> mit f=go v=Q1=Fh7
BQ

Diese konnen wir durch E und p ausdriicken mit Hilfe der Beziehung
E=~ymc, cp =~Bme?,

die direkt aus dem Lorentz-Boost eines Teilchens mit Masse m in Ruhe folgt.

A :L(E Cﬁfw)
me2 \cp 1+ 520
wobel wir noch benutzt haben
(’y—l)ﬁﬁT:(E—mcz)ﬁﬁ :EQ—mQC“ pp’
g2 ID|? E+mc? (E? —m2ct)/c?
C2ﬁﬁT
E+ mc?
Angewandt auf j* ergibt sich
=AM,
1
= —(E,cp)t
(B )
1 (E T
= E zavapynpz )

und damit dasselbe Ergebnis.
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